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Resumen
Este trabajo aborda el problema de la s´ıntesis
de prensiones con “force-closure” para un objeto
articulado 3D constituido por 3 eslabones y
considerando contactos sin friccio´n. La superficie
de cada eslabo´n se representa por medio de un
conjunto finito de puntos. En primer lugar se
presenta una metodolog´ıa por medio de la cual se
define el espacio de fuerzas generalizadas generado
por fuerzas aplicadas en los eslabones de un objeto
articulado 3D. En segundo lugar se describe el
algoritmo por medio del cual se calcula el conjunto
de puntos que permiten una prensio´n con FC. El
enfoque ha sido implementado y en el art´ıculo se
incluyen algunos ejemplos ilustrativos.
Palabras clave: Prensiones con force-closure,
s´ıntesis de prensiones
1. Introduccio´n
El problema de prensiones y fijacio´n de objetos
usando manos robo´ticas o dispositivos fijadores ha
sido uno de los principales campos de aplicacio´n
de investigacio´n en robo´tica [14]. Los objetos a
ser sujetados o fijados pueden ser de diferentes
formas y taman˜os, y pueden ser tanto r´ıgidos como
articulados (eslabones r´ıgidos unidos por algu´n
tipo de articulacio´n). La Figura 1 muestra algunos
ejemplos de objetos articulados.
En la literatura del a´rea de prensiones con
manos robo´ticas se decriben dos propiedades muy
importantes que una prensio´n debe satisfacer:
“form-closure” y “force closure”(FC) [6]. Ambas
propiedades pueden ser caracterizadas en el
espacio de configuraciones del objeto. El espacio
Figura 1: Ejemplos de objetos articulados.
de configuracio´n de un objeto 3D r´ıgido tiene una
dimensio´nm = 6 (grados de libertad), y el nu´mero
de contactos necesarios para su inmobilizacio´n
es k = m+ 1 = 7 sin friccio´n (excepto objetos
con simetr´ıa rotacional) [12][11]. La bu´squeda
de prensiones para cualquier objeto 3D que
satisfagan las dos propiedades ya mencionadas
y considerando contactos sin friccio´n, es un
problema que ha sido tratado en un gran
nu´mero de trabajos, por ejemplo, usando 7
contactos sobre objetos polie´dricos [23], o usando
ma´s de 7 contactos sobre cualquier tipo de
objeto [10],[19],[15]. No obstante, utilizando la
teor´ıa de movilidad de segundo orden [17], los
objetos polie´dricos y los que tengan contornos con
derivada primera continua (“smooth”) se pueden
inmovilizar con 4 contactos sin friccio´n [16]. Los
trabajos [21][7] presentan un sumario de trabajos
relacionados con la s´ıntesis de prensiones para
objetos r´ıgidos.
Sin embargo, pocos trabajos han abordado el
problema de prensio´n, fijacio´n y manipulacio´n
de objetos articulados, algunos de los cuales
utilizan percepcio´n interactiva [9] o´ sistemas de
oclusio´n [8]. Rimon and Van der Stappen [18]
presentan un trabajo relevante en el cual se
describe un procedimiento para encontrar un
conjunto de puntos de contacto sin friccio´n
que inmovilicen un objeto articulado 2D con
n eslabones pol´ıgonales. Para cadenas de n 6= 3
pol´ıgonos sin bordes paralelos o cadenas de n = 3
con unas condiciones determinadas demuestran
que la inmobilizacio´n es posible con n + 2
contactos, mientras que, para el caso general,
hacen falta n + 3 contactos para inmovilizar
cualquier objeto articulado con n pol´ıgonos.
Aunque hay bastantes trabajos en los cuales se
presentan enfoques para la bu´squeda de prensiones
con FC para objetos r´ıgidos 3D, y muy pocos
trabajos para objetos articulados 2D, no se tiene
conocimiento de trabajos que aborden la s´ıntesis
de prensiones con FC de objetos articulados 3D.
Por lo tanto, el objetivo de este trabajo es la
propuesta de un procedimiento que encuentre
prensiones con FC de objetos articulados 3D
con n = 3 eslabones considerando contactos sin
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Figura 2: Esquema general de un objeto articulado
con 3 eslabones (una fuerza gene´rica fi,j que actu´a
en un punto de contacto pi,j es representada en
cada eslabo´n i).
friccio´n. El enfoque propuesto primero define el
espacio de fuerzas generalizadas y el vector de
fuerzas generalizadas que producen las fuerzas
aplicadas en cada eslabo´n, y despue´s busca las
prensiones con FC.
Este trabajo esta´ estructurado de la siguiente
manera. La Seccio´n 2 provee la descripcio´n del
problema, incluyendo las principales asunciones.
La metodolog´ıa para encontrar los elementos
del vector de fuerzas generalizadas se presenta
en la Seccio´n 3. La Seccio´n 4 describe el
algortimo para encontrar una prensio´n con FC.
La Seccio´n 5 muestra ejemplos demostrativos del
enfoque propuesto. Finalmente, las conclusiones y
trabajos futuros se presentan en la Seccio´n 6.
2. Definicio´n del problema
Considerando un objeto articulado 3D con 3
eslabones, como el mostrado en la Figura 2, los
problemas a resolver son:
1. Representacio´n de fuerzas generalizadas para
un objeto articulado 3D.
2. Bu´squeda de un conjunto de puntos de
contacto sobre la superficie de los eslabones
que permita una prensio´n con FC.
Se toman en cuenta las siguientes asunciones:
1. Los eslabones esta´n conectados por medio de
articulaciones de rotacio´n.
2. Las superficies de cada eslabo´n se representan
mediante un conjunto suficientemente grande
de puntos, y los eslabones pueden ser de
cualquier forma.
3. Se consideran contactos sin friccio´n.
3. Fuerzas generalizadas para un
objeto articulado 3D con 3
eslabones
3.1. Caso de un objeto r´ıgido
Considerando contactos sin friccio´n, una fuerza
fi aplicada en un punto pi descrito respecto al
centro de masa del objeto (CM) genera un torque
τi = pi × fi; fi y τi se agrupan en un vector
de fuerzas generalizadas wi = (fi, τi)
T . Para
prensiones sin friccio´n, las fuerzas se aplican en
direccio´n normal a la superficie del objeto, por lo
tanto el vector wi esta´ dado por:
wi =
[
fi
τi
]
=
[
fi
pi × fi
]
= fi
[
nˆi
pi × nˆi
]
(1)
siendo fi la magnitud de fi.
Para objetos 3D, son suficientes 7 contactos sin
friccio´n para asegurar una presio´n con FC, es
decir que un conjunto de puntos G = {p1, ...,p7}
permiten un conjunto de fuerzas generalizadas
W = {w1, ...,w7}. La informacio´n en W es
suficiente para analizar si G permite o no una
prensio´n con FC.
3.2. Caso de un objeto articulado 3D
Esta seccio´n presenta una metodolog´ıa para cal-
cular el vector de fuerzas generalizadas para un
objeto articulado 3D con 3 eslabones. Dicha me-
todolog´ıa esta´ basada en el procedimiento presen-
tado en [1] y [4] para objetos articulados 2D, y
empleado para el ca´lculo de prensiones o´ptimas [2]
y regiones de contacto independientes [3]. La me-
todolog´ıa considera un robot virtual que contiene
el objeto articulado y otros elementos auxiliares
(Figura 3).
Nomencaltura ba´sica a emplearse en este art´ıculo:
Li: Eslabo´n i del robot virtual, i = −4, . . . , 3. No-
tar que los eslabones −4, . . . , 0 son virtuales,
y los eslabones 1 a 3 corresponden al objeto
articulado.
qi: Articulacio´n i del robot virtual, i = −5, . . . , 2.
Notar que las articulaciones −5, . . . , 0 son
virtuales, mientras las articulaciones 1 y 2 son
las del objeto articulado.
F : Marco de referencia principal para el objeto
articulado.
Fb: Marco de referencia base del robot virtual, es
decir para i = −5.
Fi: Marco de referencia fijado en el eslabo´n Li.
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Figura 3: Esquema general del robot virtual, donde L−4 . . . L3 y q−5 . . . q3 representan los eslabones y
articulaciones totales del robot, mientras L1 . . . L3 y q1 . . . q3 son los eslabones y articulaciones reales del
objeto articulado. Tambie´n se muestran otros elementos importantes empleados para calcular el vector
de fuerzas generalizadas.
Oi: Posicio´n del origen del marco de referencia Fi,
i = −4, . . . , 3 respecto a Fb.
ri: Posicio´n del origen del marco de referencia Fi
respecto a Fi−1 (es decir ri = Oi −Oi−1).
pi,j: Punto de contacto j en el eslabo´n Li
reprentado con respecto a Fi−1, i = 1, . . . , 3,
j = 1, . . . , ki, donde ki es el nu´mero de puntos
de contacto en Li. Notar que el nu´mero total
de puntos de contacto es k =
∑
i ki.
si,j : Punto de contacto j en el eslabo´n Li respecto
al Fi (es decir si,j = pi,j − ri).
fi,j: Fuerza j aplicada sobre el eslabo´n Li en el
punto pi,j .
Wi,j: Vector de fuerza generalizado generado por
la fuerza fi,j aplicada en pi,j .
Ji: Jacobiano para cada eslabo´n Li.
Los pasos principales de la metodolog´ıa propuesta
para calcular el vector de fuerzas generalizadas
para un objeto articulado 3D con 3 eslabones
esta´n presentados en el Algoritmo 1. Este
procedimiento esta´ basado principalmente en
conceptos ampliamente empleados en el ana´lisis
general de una cadena cinema´tica abierta [22]. Los
pasos se explican a continuacio´n.
En el paso (1) se propone un esquema de un robot
virtual. Este robot tiene un rol importante en el
desarrollo del procedimiento ya que las primeras
6 articulaciones esta´n relacionadas con los 6
GDL del primer eslabo´n del objeto articulado,
adema´s de que el objeto articulado forma parte
de este robot. El nu´mero de eslabones del robot
virtual resultante es 8, 3 corresponden al objeto
articulado y 5 a los segementos virtuales del
Algoritmo 1 Representacio´n del vector de
fuerzas generalizadas
1: Elaborar un esquema de un robot virtual que
contenga el objeto articulado.
2: Calcular la posicio´n y orientacio´n de cada marco
Fi con respecto al marco base Fb
3: Calcular el Jacobiano geome´trico Ji para cada
eslabo´n Li.
4: Relacionar las fuerzas fi,j aplicadas en cada
eslabo´n Li con los torques y fuerzas τk en cada
articulacio´n del robot virtual.
5: Obtener el vector de fuerzas generalizado Wi,j a
partir de τk.
robot propuesto. Las articulaciones q−5, . . . , q0
son virtuales, pero u´tiles en el desarrollo del
modelo, mientras que las articulaciones q1 a q2
representan cada uno de los grados de libertad del
objeto. q−5, . . . , q−3 son articulaciones prisma´ticas
y q−2, . . . , q0 son rotacionales. Por otro lado,
los eslabones del robot virtual son L−4 a L3,
donde L1 a L3 corresponden al objeto articulado.
Finalmente, el robot virtual soporta las fuerzas
fi,j aplicadas en cada punto de contacto pi,j en
los eslabones Li del objeto articulado.
En el paso (2) se emplea la cinema´tica directa
para calcular la posicio´n y orientacio´n de cada
marco Fi con respecto al marco Fb. Estos
marcos esta´n asociados a los eslabones Li donde
se aplica una fuerza fi,j . Estos ca´lculos sera´n
empleados en el siguiente paso relacionado con el
ca´lculo del Jacobiano geome´trico. En este paso se
emplea el procedimiento ya conocido de Denavit-
Hartenberg [22], y la posicio´n y orientacio´n de los
marcos F1 a F3 quedan definidos por :
F3 = A
b
−4 . . . A
−1
0 A
0
1A
1
2A
2
3 (2)
F2 = A
b
−4 . . . A
−1
0 A
0
1A
1
2
F1 = A
b
−4 . . . A
−1
0 A
0
1
donde Ai−1i , i = −4, . . . , 3, son matrices de
transformacio´n homoge´neas.
En el paso (3) el objetivo es el ca´lculo del
Jacobiano geome´trico Ji, i = 1, ..., 3, para cada Li
del robot virtual donde se aplica una fuerza fi,j .
Por lo que los Jacobianos Ji (Figura 3) se expresan
como [22]:
J3 =
[
JPb ... JP0 JP1 JP2 JP3
JOb ... JO0 JO1 JO2 JO3
]
(3)
J2 =
[
JPb ... JP0 JP1 JP2 0
JOb ... JO0 JO1 JO2 0
]
J1 =
[
JPb ... JP0 JP1 0 0
JOb ... JO0 JO1 0 0
]
El paso (4) relaciona las fuerzas fi,j en cada Li
con los torques y fuerzas τk en cada articulacio´n
del robot virtual bajo condiciones de equilibrio. La
siguiente expresio´n establece la relacio´n entre las
fuerzas en un elemento final y los torques en las
articulaciones por medio de la matriz transpuesta
del Jacobiano geome´trico [22]
τ = JT (q)F (4)
Considerando la ec. (4) el vector τi,j de torques
τki,j en las articulaciones qk necesarios para
balancear el efecto de un vector de fuerzas
generalizadas wi,j generado por una fuerza fi,j
aplicada en el eslabo´n Li se obtiene como
τi,j =
[
τ−5i,j , ..., τ0i,j , τ1i,j , ..., τ2i,j
]T
= JTi wi,j
(5)
donde:
wi,j = [ fxi,j fyi,j fzi,jMsxi,jMsyi,jMszi,j ]
T
Msi,j = si,j × fi,j = (pi,j − ri)× fi,j
Msxi,j = (pyi,j − ryi)fzi,j − (pzi,j − rzi)fyi,j
Msyi,j = (pzi,j − rzi)fxi,j − (pxi,j − rxi)fzi,j
Mszi,j = (pxi,j − rxi)fyi,j − (pyi,j − ryi)fxi,j
El vector τi de torques τki en las articulaciones
qk debido a todas las fuerzas j aplicadas sobre Li
resulta
τi = [τ−5i , ..., τ0i , τ1i , ..., τ2i ]
T
=
=
ki∑
j=1
τi,j =
ki∑
j=1
JTi wi,j
(6)
Los torques τk en las articulaciones qk debido
a todas las fuerzas fi,j aplicadas a todos los
eslabones Li se dan en
τ = [τ−5, ..., τ0, τ1, ..., τ2]
T
=
=
3∑
i=−4
ki∑
j=1
τi,j =
3∑
i=−4
ki∑
j=1
JTi wi,j
(7)
En el paso (5) las equaciones (5), (6) y (7)
se usan para obtener un espacio de fuer-
zas generalizadas W definido por la base
{τˆ−5, ..., τˆ0, τˆ1, ..., τˆ2} y por lo tanto las fuerzas ge-
neralizadas W1,j ,W2,j ,W3,j generadas, respecti-
vamente, por las fuerzas f1,j , f2,j , f3,j.
Vale la pena observar que la dimensio´n de W
es d = 3 + 5 = 8, y que Wi,j tiene por lo tanto
3 + 5 = 8 componentes. Considerando contactos
sin friccio´n, son necesarios k = d+ 1 = 9 contac-
tos para lograr una prensio´n con FC.
3.3. Prueba de Force-closure
Considerando el conjunto
G =
{
pi,j , i = 1, . . . n, j = 1, . . . , ki
}
(8)
de k =
∑
i ki puntos de contactos (con ki el nu´me-
ro de puntos de contacto en el eslabo´n Li), y una
fuerza fi,j aplicada en cada pi,j , se obtiene el con-
junto W = {Wi,j , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , ki}. La
condicio´n necesaria y suficiente para la existencia
de una prensio´n con FC es que el origen del espa-
cio de fuerzas generalizadas este´ dentro del convex
hull CH(W ) [12, 13]. Esto garantiza que la pren-
sio´n pueda generar fuerzas generalizadas apropia-
das para contrarrestar fuerzas de perturbacio´n en
cualquier direccio´n, es decir, para compensar cual-
quier fuerza(s) fi,j aplicada en cualquier eslabo´n
Li. La prueba considerada en este trabajo para
verificar la condicio´n de FC es derivada de [20]
para el caso de un objeto so´lido r´ıgido y extende-
dida en [4] para objetos articulados 2D. Sea P el
centroide de las fuerzas generalizadas en W , O el
origen del espacio de fuerzas generalizadas yHi un
hiperplano que define una cara del CH(W ): para
que una prensio´n sea FC, P y O deben estar en el
mismo lado de Hi ∀i.
4. S´ıntesis de prensiones
El algoritmo descrito en esta seccio´n es una
extensio´n del presentado en [4] para objetos
articulados 2D. El procedimiento genera una
prensio´n inicial Gm, m = 1, seleccionando k
puntos de contacto aleatorios del conjunto Ψ
que describe el contorno del objeto, entonces
se calcula el correspondiente conjunto Wm. El
siguiente paso es probar si los puntos en Gm
dan lugar a una prensio´n con FC. Si Gm no
Algoritmo 2 Generar prensio´n con FC
Salida: : Prensio´n Gm con FC
1: Generar una prensio´n inicial Gm, m = 1.
2: repetir
3: Calcular el conjunto de fuerzas generalizadas
correspondientes Wm.
4: Determinar el subconjunto GmR con los puntos
a reemplazar de Gm.
5: Generar el subconjunto ΩmC con los puntos
candidatos para reemplazar uno de los puntos
en GmR .
6: Obtener una prensio´n auxiliar Gaux reempla-
zando un punto de GmR por un punto de Ω
m
C .
7: Actualizar el contador m = m+ 1.
8: Gm=Gaux.
9: mientras Gm no sea una prensio´n con FC
10: retornar Gm
genera una prensio´n con FC, entonces se inicia
una bu´squeda de nuevos puntos de contacto. Esta
bu´squeda se basa en hiperplanos de separacio´n
en el espacio de fuerzas generalizadas que definen
puntos candidatos para reemplazar uno de los
puntos actuales en Gm para obtener otra prensio´n
Gm+1. Esto se repite iterativamente hasta que se
encuentra una prensio´n con FC. El procedimiento
se datalla en el Algoritmo 2 y los pasos se explican
a continuacio´n .
Si la prensio´n Gm falla la prueba de FC
mencionada en la Seccio´n 3.3, el procedimiento de
bu´squeda, paso (4) a (8), iterativamente trata de
mejorar la prensio´n al cambiar uno de los puntos
en Gm.
En el paso (4) se genera el subconjunto GmR ⊂ G
m
con los puntos del espacio de fuerzas generalizadas
que simulta´neamente pertenecen a los hiperplanos
H cr´ıticos, es decir, aquellos hiperplanos que
definen CH(W ) y que producen un fallo de la
prueba de FC.
En el paso (5) se genera el subconjunto ΩmC con
los puntos candidatos para reemplazar un punto
en GmR . Ω
m
C esta´ determinado por los hiperplanos
H
′
que pasan por el origen y paralelos a los
hiperplanosH . Los puntos candidatos son aquellos
que esta´n simulta´neamente en el lado opuesto del
punto P con respecto a todos los hipeplanos H
′
.
En el paso (6) uno de los puntos en GmR se
reemplaza por otro punto tomado aleatoriamente
de ΩmC generando una fuerza generalizadaW∗.W∗
reemplaza el punto ma´s cercano en GmR , generando
una prensio´n auxiliar Gaux. Se calcula entonces el
centroide P ∗ y la distancia
∣∣P ∗O∣∣ de las fuerzas
generalizadas de la prensio´n auxiliarGaux. Sea P
m
el centroide del conjunto W en la iteracio´n m. Si
se cumple la relacio´n
∣∣P ∗O∣∣ < ∣∣PmO∣∣, entonces
la prensio´n auxiliar Gaux se selecciona como
H3
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Figura 4: Bu´squeda de una prensio´n con FC en
un espacio 2D de fuerzas generalizadas. La zona
de color contiene el conjunto Ω con los puntos
candidatos.
una nueva prensio´n. Si todos los puntos en GmR
han sido reemplazados y ninguno de ellos reduce
la distancia
∣∣PmO∣∣, la seleccio´n es la prensio´n
candidata G∗ que tenga la menor distancia
∣∣P ∗O∣∣.
La prensio´n Gm generada en cada iteracio´n
se guarda para que no sea tomada en cuenta
en iteraciones subsecuentes. Esta consideracio´n
evita caer en un mı´nimo local y permite la
exploracio´n del espacio de fuerzas generalizadas
hasta encontrar una prensio´n con FC (si hay una).
La Figura 4 muestra un ejemplo en un hipote´ti-
co espacio de fuerzas generalizadas 2D (notar
que la dimensio´n del espacio de fuerzas gene-
ralizadas real es 8). La prensio´n Gm genera
Wm = {W1,1,W2,1,W3,1} no FC, siendo H2 y
H3 los hiperplanos que producen el fallo. Enton-
ces, el conjunto de puntos posibles a ser reem-
plazados es GmR =
{
p1,1
}
, es decir el punto que
genera W1,1. Los puntos de contacto que pro-
ducen fuerzas generalizadas situadas en el a´rea
de color pertenecen a ΩmC , que es determinada
por los hiperplanos H
′
2 y H
′
3. La prensio´n auxi-
liar Gaux con W∗ reemplazando W1,1, es decir,
Wm+1 = {W∗,W2,1,W3,1}, es FC.
5. Ejemplos
En esta seccio´n se presentan 2 ejemplos de objetos
articulados 3D con 3 eslabones, en los cuales se
muestra en primer lugar la representacio´n del
vector de fuerzas generalizadas y posteriormente
las prensiones con FC. La implementacio´n fue
hecha usando Matlab and C++ en un ordenador
con procesador Intel Core2 Duo 2.0 GHz.
Los objetos articulados fueron generados en
SolidWorks y se empleo´ la librer´ıa Qhull [5] para
el ca´lculo del convex hull.
5.1. Ejemplo 1
La Figura 5a muestra el objeto articulado para el
ejemplo 1. La posicio´n y orientacio´n de los marcos
F1 a F3 quedan definidos por la ec. (2).
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Figura 5: Objetos Articulado con 3 eslabones, a) Ejemplo 1, b) Ejemplo 2
Considerando la ec. (3) los Jacobianos J1, J2, J3
quedan expresados como:
J3 =
[
z−5 z−4 z−3 z−2×(O3−O−2) z−1×(O3−O−1)
0 0 0 z−2 z−1
z0×(O3−O0) z1×(O3−O1) z2×(O3−O2)
z0 z1 z2
]
J2 =
[
z−5 z−4 z−3 z−2×(O2−O−2) z−1×(O2−O−1)
0 0 0 z−2 z−1
z0×(O2−O0) z1×(O2−O1) 0
z0 z1 0
]
J1 =
[
z−5 z−4 z−3 z−2×(O1−O−2) z−1×(O1−O−1)
0 0 0 z−2 z−1
z0×(O1−O0) 0 0
z0 0 0
]
donde zi, es un vector unitario orientado segu´n el
eje de cada articulacio´n i, definido con respecto a
la base del robot que esta´ dado por los 3 primeros
elementos de la tercera columna de Abi [22].
Usando la ec.( 5), los torques en τi,j se relacionan
con wi,j generado por una fuerza fi,j aplicada
sobre el eslabo´n Li, i = 1, 2, 3 :
τ1,j = [ τ−51,j ,...,τ01,j ,τ11,j ,τ21,j ]
T
= JT1 w1,j , similar ∀i
donde
w1,j = [ fx1,j fy1,j fz1,jMsx1,jMsy1,jMsz1,j ]
T
, similar ∀i
Apartir de la ec. (6), se obtienen los torques en τi
relacionados con todas las fuerzas fi,j aplicadas en
el eslabo´n Li, i = 1, 2, 3 :
τ1 = [ τ−51 ,...,τ01 ,τ11 ,τ21 ]
T
=
ki∑
j=1
τ1,j =
ki∑
j=1
JT1 w1,j
Considerando todas las fuerzas fi,j aplicadas en
todos los eslabones Li, los torques τk en las
articulaciones qk se calculan tomando en cuenta
la ec. (7). Utilizando el Algoritmo 1, el espacio
de fuerzas generalizadas W queda definido por la
base {τˆ−5, ..., τˆ0, τˆ1, ..., τˆ2} obtenida a partir de
τ−5 = fx1,j + fx2,j + fx3,j
τ−4 = fy1,j + fy2,j + fy3,j
τ−3 = fz1,j + fz2,j + fz3,j
τ−2 = Mxp1,j + (Mxp2,j+Mxr1) + (Mxp3,j+Mxr2+Mxr1 )
τ−1 = Myp1,j + (Myp2,j+Myr1) + (Myp3,j+Myr2+Myr1 )
τ0 = Mzp1,j + (Mzp2,j+Mzr1) + (Mzp3,j+Mzr2+Mzr1 )
τ1 = 0 + Myp2,j + (Myp3,j+Myr2)
τ2 = 0 + 0 + Mzp3,j
haciendo τk = 0, ∀k resulta
τ−5 = fx1,j + fx2,j + fx3,j
τ−4 = fy1,j + fy2,j + fy3,j
τ−3 = fz1,j + fz2,j + fz3,j
τ−2 = Mxp1,j + (Mxp2,j+Mxr1) + (Mxp3,j+Mxr2+Mxr1 )
τ−1 = Myp1,j + Myr1 + Myr1
τ0 = Mzp1,j + (Mzp2,j+Mzr1 ) + Mzr2+Mzr1)
τ1 = 0 + Myp2,j + (Myp3,j+Myr2 )
τ2 = 0 + 0 + Mzp3,j
Entonces, los vectores de fuerzas generaliza-
das W1,j ,W2,j ,W3,j generados por las fuerzas
f1,j , f2,j , f3,j , respectivamente, son
W1,j=


fx1,j
fy1,j
fz1,j
Mxp1,j
Myp1,j
Mzp1,j
0
0


W2,j=


fx2,j
fy2,j
fz2,j
Mxp2,j+Mxr1
Myr1
Mzp2,j+Mzr1
Myp2,j
0


W3,j=


fx3,j
fy3,j
fz3,j
Mxp3,j+Mxr2+Mxr1
Myr1
Mzr2+Mzr1
Myp3,j+Myr2
Mzp3,j


La figura 6 muestra la prensio´n inicial aleatoria y
la prensio´n final con FC. La prensio´n con FC se
consigue en 28 iteraciones en 8.2 s. El nu´mero de
contactos para cada eslabo´n de la prensio´n con FC
es: k1 = 4, k2 = 1, k3 = 4.
5.2. Ejemplo 2
El objeto articulado del ejemplo 2 se muestra
en la figura 5b. El espacio de fuerzas genera-
lizadas W y los vectores de fuerzas generaliza-
das W1,j ,W2,j ,W3,j generados por las fuerzas
f1,j , f2,j , f3,j , respectivamente son :
τ−5 = fx1,j + fx2,j + fx3,j
τ−4 = fy1,j + fy2,j + fy3,j
τ−3 = fz1,j + fz2,j + fz3,j
τ−2 = Mxp1,j + (Mxp2,j+Mxr1) + (Mxr2+Mxr1)
τ−1 = Myp1,j + Myr1 + Myr1
τ0 = Mzp1,j + (Mzp2,j+Mzr1 ) + (Mzp3,j+Mzr2+Mzr1 )
τ1 = 0 + Myp2,j + (Myp3,j+Myr2 )
τ2 = 0 + 0 + Mxp3,j
a)
b)
c)
Prensio´n inicial Prensio´n final con FC
p1,1 = [1,21 1 4,64] p1,1 = [0,29 1 1,32]
p1,2 = [2,92 3 0,95] p1,2 = [1,07 3 1,63]
p1,3 = [23,82 0 4,62] p1,3 = [2,39 0 4,16]
p1,4 = [23,68 2 4,70] p1,4 = [23,79 2 4,64]
p2,1 = [20,47 4,667 3,96] p2,1 = [40,86 3,6 0]
p2,2 = [41 3,22 1,67] p3,1 = [39,69 3,01 5,83]
p3,1 = [47,5 4,38 7,5] p3,2 = [55,25 4,76 7,5]
p3,2 = [60,87 3,15 6,66] p3,3 = [60,87 3,15 60,87]
p3,3 = [61,32 3,37 6,66] p3,4 = [38,97 7,77 6,66]
Figura 6: Ejemplo 1: a) Prensio´n inicial aleatoria
sin FC, b) prensio´n final obtenida con FC, c) Tabla
con las coordenadas de los puntos de contacto.
W1,j=


fx1,j
fy1,j
fz1,j
Mxp1,j
Myp1,j
Mzp1,j
0
0


W2,j=


fx2,j
fy2,j
fz2,j
(Mxp2,j+Mxr1 )
Myr1
(Mzp2,j+Mzr1 )
Myp2,j
0


W3,j=


fx3,j
fy3,j
fz3,j
(Mxr2+Mxr1 )
Myr1
(Mzp3,j+Mzr2+Mzr1 )
(Myp3,j+Myr2)
Mxp3,j


La Figura 7 muestra la prensio´n inicial aleatoria
y la prensio´n final con FC. La prensio´n con FC
se consigue en 30 iteraciones en 9.68 s. El nu´mero
de contactos para cada eslabo´n de la prensio´n con
FC es : k1 = 4, k2 = 1, k3 = 4.
a)
b)
c)
Prensio´n inicial Prensio´n final con FC
p1,1 = [19,9 − 33,7 1,76] p1,1 = [19,5 − 59,4 − 1,56]
p1,2 = [16,8 − 60,4 7,14] p1,2 = [10,1 − 91,9 8,7]
p1,3 = [10,4 − 63,4 8,18] p1,3 = [10,5 − 95,6 − 9,67]
p1,4 = [15,93 − 92,5113,28] p1,4 = [18,8 − 108 − 11,5]
p1,5 = [16,1 − 88 8,97] p2,1 = [34,7 − 98,3 10,1]
p1,6 = [8,51 − 93,1 7,66] p3,1 = [26,8 − 196 − 19,6]
p1,7 = [9,89 − 96,3 − 9,35] p3,2 = [33,6 − 199 − 1,67]
p1,8 = [18,7 − 104 − 13,4] p3,3 = [37,8 − 192 − 1,49]
p3,1 = [25,9 − 195 − 0,634] p3,4 = [28,3 − 197 5,11]
Figura 7: Ejemplo 2: a) Prensio´n inicial aleatoria
sin FC, b) prensio´n final obtenida con FC, c) Tabla
con las coordenadas de los puntos de contacto.
6. Conclusiones y trabajos futuros
En este trabajo se propone un enfoque para
obtener una prensio´n FC en objetos articulados
3D con 3 eslabones considerando contactos sin
friccio´n. El enfoque tiene 2 etapas: la primera
define el espacio de fuerzas generalizadas y los
elementos que contendra´ el vector de fuerzas
generalizadas, generado por una fuerza aplicada
en cada eslabo´n del objeto articulado. La segunda
lleva a cabo la s´ıntesis de prensiones con FC. La
dimensio´n del espacio de fuerzas generalizadas es
igual al nu´mero de grados de libertad del objeto
articulado d = 3 + 5 = 8, y el nu´mero de contactos
para lograr una prensio´n con FC es k = d+1 = 9.
Como trabajos futuros se incluye la generalizacio´n
del enfoque a objetos articulados 3D con n
eslabones, con contactos con y sin friccio´n, la
bu´squeda de prensiones o´ptimas usando una
medida de calidad espec´ıfica y el ca´lculo de
regiones de contacto independientes.
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